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Re´sume´ : On de´finit la notion de limite projective forte d’alge´bro¨ıdes de Lie puis on
e´tudie les structures de fibre´s vectoriels fre´che´tiques associe´s et la compatibilite´ entre les
divers morphismes. Ce type de structure semble eˆtre un cadre adapte´ pour diverses situa-
tions.
Abstract : We define the notion of strong projective limit of Banach Lie algebroids. We
study the associated structures of Fre´chet bundles and the compatibility with the different
morphisms. This kind of structure seems to be a convenient framework for various situa-
tions.
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1 Introduction
La notion d’alge´bro¨ıde de Lie a e´te´ introduite par J. Pradines dans [Pra] en
liaison avec les groupo¨ıdes de Lie.
Cette notion qui ge´ne´ralise a` la fois la structure d’alge`bre de Lie et le fibre´
tangent a` une varie´te´ apparaˆıt comme un cadre adapte´ pour des proble`mes
qui interviennent notamment :
∗L’auteur remercie Fernand Pelletier pour les diverses remarques et discussions.
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– en me´canique ou` une the´orie des syste`mes lagrangiens et hamiltoniens
peut eˆtre de´veloppe´e sur de telles structures (cf. [Wein2], [CLMM],
[CarMar])
– en ge´ome´trie symplectique en vue de la symplectisation de varie´te´s de
Poisson et d’applications a` la quantisation ([Kar], [Wein1])
– en Ge´ome´trie ou` la classification des alge´bro¨ıdes de Lie ([FerStr]) est
associe´e aux G-structures de types finis ; cette notion de G-structure
couvre la plupart des structures ge´ome´triques classiques ([Mol]).
– en the´orie du controˆle optimal ou` existe une version du principe du maxi-
mum de Pontryagin (cf. [Mart]).
En dimension finie, il existe une bijection entre
– structures d’alge´bro¨ıdes de Lie sur un fibre´ muni d’une ancre et structures
de Poisson sur son dual
– structures d’alge´bro¨ıdes de Lie et diffe´rentielles de Lie (cf. [Marl], [CLMM]).
La ge´ne´ralisation de ces situations au contexte de varie´te´s banachiques est
e´tudie´e dans [CabPel].
L’e´tude des limites projectives (ou inverses) de syste`mes de divers types
d’espaces a donne´ lieu a` de nombreux travaux :
– limites projectives de fibre´s tangents d’une varie´te´ diffe´rentiable de di-
mension finie (cf. [Gal3]) et plus ge´ne´ralement limites projectives de
fibre´s vectoriels (cf. [AghSur2]), un exemple classique e´tant fourni par
la ge´ome´trie du fibre´ des jets d’ordre infini telle qu’elle est de´veloppe´e
par exemple dans [Sau]
– limites projectives de groupes de Lie banachiques e´tudie´ dans [Gal1] en
liaison avec les groupes ILB ([Omo], [Schm])
– universal laminated surfaces e´tudie´es par Nag et Sullivan dans [NagSul]
et utilise´es en Physique Mathe´matique.
Rappelons que la notion de limite projective a e´te´ introduite par Weil dans
[Weil] pour discuter de la structure des groupes localement compacts.
De nombreux proble`mes apparaissent sur des varie´te´s modele´es sur des es-
paces de Fre´chet F : re´solution dans un cadre ge´ne´ral d’e´quations diffe´rentielles
(cf. [Ham]) et structure pathologique du groupe Gl(F) (qui n’admet pas de
structure raisonnable de groupe de Lie). Ces proble`mes ont une solution
sur certaines limites projectives d’espaces : d’une part, existence de courbes
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inte´grales de champs de vecteurs, de courbes autoparalle`les relativement a`
des connexions line´aires (cf. [AghSur2]), section globale horizontale pour des
connexions sur certains espaces ([AghSur1]) ; d’autre part, existence d’un
groupe de Lie ge´ne´ralise´ H0(F) comme groupe structural pour le fibre´ tan-
gent (cf. [Gal2]).
On s’inte´resse ici au cadre des limites projectives d’alge´bro¨ıdes de Lie ba-
nachiques que l’on peut munir de structures fre´che´tiques. On peut trouver
dans [KisVan] la notion d’alge´bro¨ıde de Lie variationnel, utilise´ dans le cadre
des EDP, ou` les champs de vecteurs sont remplace´s par des sections d’un
fibre´ au dessus d’une limite projective de jets.
Le re´sultat principal de ce papier (The´ore`me 12) affirme que la limite pro-
jective forte
(
lim←−Ei, lim←−pii, lim←−Mi, lim←−ρi
)
d’ alge´bro¨ıdes de Lie banachiques
(ou` Ei est un fibre´ vectoriel de base M et ou` ρi : Ei → TMi est l’ancre) a
une structure d’alge´bro¨ıde de Lie fre´che´tique.
On rappelle dans la partie 2 les notions de varie´te´s et de fibre´s modele´s sur
des espaces vectoriels adapte´s, convenient vector spaces selon la terminologie
de Kriegel et Michor ([KriMic1]). La notion de limite projective forte de
fibre´s vectoriels banachiques introduite dans [AghSur2] et ge´ne´ralisant des
re´sultats obtenus sur le fibre´ tangent par [Gal3] est rappele´e dans la partie 3.
La notion d’alge´bro¨ıde de Lie banachique est pre´sente´e ainsi que les notions
de de´rive´e de Lie, de diffe´rentielle exte´rieure et de morphisme dans la partie
4 (cf. [Ana]). On e´tablit dans la partie 5 la structure fre´che´tique de la limite
projective de ce type d’alge´bro¨ıdes (the´ore`me 12). Dans la partie 6 on donne
ensuite des exemples de telles structures ou` :
– Ei = TMi et l’ancre est un tenseur de Nijenhuis (cadre adapte´ a` l’oscil-
lateur harmonique de dimension infinie)
– Ei est un sous-fibre´ particulier de TMi :
– pour des rangs finis, on obtient la notion de diffie´te´
– le cadre des limites inverses d’espaces de Banach (ou de Hilbert)
correspond aux rangs de dimension infinie ; on a alors un cadre
inte´ressant pour divers proble`mes en the´orie quantique des champs.
La dernie`re partie de ce travail est de´volue a` l’e´tude des limites projectives
de semi-gerbes (eng. semisprays) et de courbes admissibles.
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2 Varie´te´s de dimension infinie modele´es sur des
espaces adapte´s
Le calcul diffe´rentiel classique fonctionne bien sur des varie´te´s de dimen-
sion finie ou banachique (cf. [Lan]). Les limites projectives de tels espaces
et de fibre´s associe´s requierrent le calcul en dimension infinie de´veloppe´ no-
tamment dans [KriMic1]. On rappelle essentiellement dans cette partie les
re´sultats e´nonce´s dans [KriMic2], §2.
2.1 Applications de classe C∞ sur des espaces vectoriels adapte´s
Si l’on souhaite munir un espace vectoriel localement convexe se´pare´ E d’une
structure diffe´rentiable, la notion premie`re est celle de courbe c : R→ E de
classe C∞.
La courbe c est dite diffe´rentiable si pour tout t ∈ R, la limite du taux
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s
[c (t+ s)− c (t)] existe. c est dit de classe C∞ si toutes les de´rive´es ite´re´es
existent.
L’espace C = C∞ (R, E) des courbes c : R→ E de classe C∞ ne de´pend pas
de la topologie localement convexe de E mais uniquement de sa bornologie
associe´e (syste`me de ses ensembles borne´s).
L’espace E est appele´ espace vectoriel adapte´ (convenient vector space selon
la terminologie de [KriMic1]) s’il ve´rifie la condition de c∞–comple´tude :
Une courbe c : R→ E est de classe C∞ si et seulement si λ ◦ c : R→ R est
C∞ pour tout λ ∈ E∗ ou` E∗ est le dual constitue´ de toutes les applications
line´aires continues sur E.
La topologie finale relative a` l’ensemble C est appele´e c∞–topologie de E et
est note´e c∞E. Un ouvert pour cette topologie est appele´ ouvert c∞.
Pour des espaces de Fre´chet, cette topologie co¨ıncide avec la topologie d’es-
pace vectoriel localement convexe donne´e. Pour d’autres espaces (e.g. l’es-
pace D des fonctions tests a` support compact sur R) elle est strictement
plus fine.
Conside´rons maintenant deux espaces vectoriels E et F localement convexes
et soit U ⊂ E un ouvert c∞. Une application f : E ⊃ U → F , ou` E et F
sont deux espaces vectoriels adapte´s et ou` U est un c∞–ouvert de E, est dite
de classe C∞ si f ◦ c ∈ C∞ (R, F ) pour toute c ∈ C∞ (R, U) . De plus, cf.
[KriMic2], 2.3 (5), l’espace C∞ (U,F ) peut eˆtre aussi muni d’une structure
d’espace vectoriel adapte´.
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2.2 Varie´te´s diffe´rentiables
2.2.1 Structure de varie´te´ diffe´rentiable sur un ensemble
Une carte (U,ϕ) sur un ensemble M est une bijection ϕ : U → ϕ (U) ⊂ E
d’une partie U de M sur un c∞–ouvert d’un espace vectoriel adapte´ E.
Une famille (Uα, ϕα)α∈A de cartes est appele´e un atlas si tous les change-
ments de cartes ϕαβ = ϕα ◦ (ϕβ)
−1 : ϕβ (Uα ∩ Uβ) → ϕα (Uα ∩ Uβ) sont de
classe C∞.
Deux atlas sont dits e´quivalents si leur re´union est encore un atlas.
L’ensemble M muni d’une classe d’e´quivalence d’atlas est appele´ varie´te´
diffe´rentiable de classe C∞.
Un sous-ensemble W de la varie´te´ M est ouvert si et seulement si pour tout
α ∈ A le sous ensemble ϕα (Uα ∩W ) de E est c
∞–ouvert.
La topologie ainsi de´finie est alors la topologie finale relativement a` l’espace
des courbes de classe C∞.
2.2.2 Sous-varie´te´s
Un sous-ensemble N d’une varie´te´ M est appele´e sous-varie´te´ si pour tout
x ∈ N il existe une carte (U,ϕ) de M telle que
ϕ (U ∩N) = ϕ (U) ∩ F
ou` F est un sous-espace vectoriel ferme´ de l’espace vectoriel adapte´ E.
2.2.3 Applications de classe C∞ entre varie´te´s
Une application f : M → N entre deux varie´te´s diffe´rentiables est dite de
classe C∞ si pour tout x ∈ M et pour toute carte (V, ψ) de N telle que
f (x) ∈ V il existe une carte (U,ϕ) de M telle que x ∈ U, f (U) ⊂ V et telle
que ψ ◦ f ◦ ϕ−1 est de classe C∞. Ceci est e´quivalent au fait que f ◦ c est
C∞ pour chaque courbe c : R→M de classe C∞.
On note F l’anneau des fonctions de classe C∞ de M dans R.
2.2.4 Fibre´s vectoriels
Soit p : F →M une application C∞ entre varie´te´s diffe´rentiables F et M .
Une carte de fibre´ vectoriel sur (F, p,M) est un couple (U,Φ) ou` U est un
ouvert de M et ou` Φ est un diffe´omorphisme respectant la fibre, i.e. pour
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lequel le diagramme ci-dessous est commutatif
F|U = p
−1 (U)
Φ
−→ U × V
pց ւ pr1
U
ou` V est un espace vectoriel adapte´ fixe appele´ fibre strandard.
Deux cartes (U1,Φ1) et (U2,Φ2) sont dites compatibles si Φ1 ◦ (Φ2)
−1 (x, v)
peut eˆtre e´crit sous la forme (x,Φ1,2 (x) (v)) ou` Φ1,2 : U1 ∩ U2 → GL (V ) .
La fonction Φ1,2 est alors unique et C
∞ dans L (V ) ou` L (V ) est l’espace
des applications line´aires borne´es (donc C∞).
Un atlas de fibre´ vectoriel (Uα,Φα)α∈A pour p : F →M est un ensemble de
cartes (Uα,Φα) deux a` deux compatibles ou` (Uα)α∈A est un recouvrement
ouvert de la varie´te´ M . Deux atlas sont e´quivalents si leur re´union est encore
un atlas.
Un fibre´ vectoriel, de classe C∞, p : F → M est la donne´e de varie´te´s F
(espace total), M (base) et d’une application p : F → M (projection) de
classe C∞ munies d’une classe d’e´quivalence d’atlas.
Une section s de p : F → M est une application C∞ u : M → F tellle que
p ◦ u = lim IdM .
L’espace F des sections de F peut eˆtre muni d’une structure d’espace vec-
toriel adapte´.
2.2.5 Vecteurs tangents
Un vecteur tangent (cine´matique) en un point x d’une varie´te´ M est une
classe d’e´quivalence pour la relation suivante
c1 ∼ c2 si et seulement si
{
c1 (0) = c2 (0) = x ∈ U
(ϕ ◦ c1)
′ (0) = (ϕ ◦ c2)
′ (0)
ou` (U,ϕ) est une carte de M centre´e en x.
Il existe une autre notion de vecteur tangent qui est la notion de vecteur
tangent ope´rationnel ([KriMic1], 28.1) qui ne co¨ıncide pas ne´cessairement
sur des varie´te´s adapte´es a` la notion de vecteur tangent cine´matique.
2.2.6 Fibre´ tangent
L’ensemble de tous les vecteurs tangents en les divers points de la varie´te´
M peut eˆtre muni d’une structure de fibre´ vectoriel ; il est alors appele´ fibre´
tangent (cine´matique) a` M et note´ TM .
Si (Uα, ϕα)α∈A est un atlas de la varie´te´ M alors les changements de cartes
dans TM font intervenir les diffe´rentielles dϕαβ .
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2.2.7 Champs de vecteurs
Un champ de vecteurs cine´matique est une section C∞ du fibre´ tangent
cine´matique TM . On note X (M) l’espace des champs de vecteurs cine´matiques
qui peut lui aussi eˆtre muni d’une structure d’espace vectoriel adapte´.
Pour des varie´te´s re´gulie`res au sens de [KriMic1], 14, le crochet de Lie de
deux e´le´ments X et Y de X (M) peut eˆtre de´fini, en supposant que M est
un ouvert c∞ d’un espace vectoriel adapte´ E, par
[X,Y ] = dY (X)− dX (Y )
ou` X et Y sont alors vus comme application M → E de classe C∞.
2.2.8 Application tangente
SiM et N sont deux varie´te´s diffe´rentiables, a` toute application f :M → N
de classe C∞, on peut associer a` tout point x ∈M une application line´aire
Txf : TxM → Tf(x)M qui associe au vecteur tangent a` une courbe c passant
par x le vecteur tangent a` la courbe f ◦ c passant par f (x).
L’application obtenue Tf : TM → TN est alors C∞ et est appele´e applica-
tion tangente de f .
2.2.9 Champs de vecteurs relie´s
Soient M et N deux varie´te´s diffe´rentiables et f : M → N une application
C∞. On dit que deux champs de vecteurs cine´matiques sont f–relie´s si
Tf ◦X = Y ◦ f
X1,X2, Y1, Y2 de´signent maintenant 4 champs de vecteurs.
Soit f :M → N une application de classe C∞. Si X1 et Y1 (resp. X2 et Y2)
sont f–relie´s alors [X1,X2] et [Y1, Y2] sont aussi f–relie´s.
Si f : M → N est un diffe´omorphisme local alors pour tout champ de
vecteurs Y ∈ X (N) il existe un champ de vecteurs f∗Y ∈ X (M) de´fini par
(f∗Y ) (x) = (Txf)
−1 (Y (f (x))) . L’application line´aire f∗ : X (N)→ X (M)
est alors un homomorphisme d’alge`bres de Lie.
2.2.10 Courbe inte´grale d’un champ de vecteurs cine´matique
Une courbe c : I → M de classe C∞ est dite courbe inte´grale du champ de
vecteurs X si pour tout t ∈ I, on a : c′ (t) = X (c (t)).
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Pour un champ de vecteurs donne´ les courbes inte´grales peuvent ne pas exis-
ter ([KriMic1], 32.12, exemple 1) localement et meˆme si elles existent, elles
peuvent de pas eˆtre uniques pour une condition initiale donne´e ([KriMic1],
32.12, exemple 2). Ceci est duˆ au fait que les re´sultats classiques relatifs a`
l’existence et a` l’unicite´ de solutions d’e´quations diffe´rentielles sont fonde´s
sur des the´ore`mes re´sultant du the´ore`me du point fixe sur des espaces de
Banach.
2.2.11 Flot d’un champ de vecteurs
Un flot local pour un champ de vecteurs X ∈ X (M) est une application, de
classe C∞, ϕX : M × R ⊃ U → M de´finie sur un ouvert c∞ U de M × {0}
tel que :
1. U ∩ ({x} × R) est un intervalle ouvert connexe
2. Si ϕX (x, s) existe alors ϕX (x, t+ s) existe si et seulement si ϕX
(
ϕX (x, s) , t
)
existe et on a ϕX (x, t+ s) = ϕX
(
ϕX (x, s) , t
)
3. ϕX (x, 0) = x pour tout x ∈M
4.
d
dt
ϕX (x, t) = X
(
ϕX (x, t)
)
Si un champ de vecteurs cine´matique X admet un flot local ϕX alors pour
toute courbe inte´grale c de X, on a c (t) = ϕX (c (0) , t) et il existe ainsi un
unique flot maximal.
2.2.12 Fibre´ cotangent
Une 1−forme en un point x d’une varie´te´M est une forme line´aire borne´e sur
l’espace vectoriel adapte´ TxM (donc appartenant a` TxM
′). L’ensemble de
toutes ces 1−formes en les divers points deM peut eˆtre muni d’une structure
de fibre´ vectoriel appele´ fibre´ cotangent (cine´matique) et note´ T ′M .
Un atlas (Uα, ϕα)α∈A de classe C
∞ de M donne naissance aux fonctions de
transition x 7→ d
(
ϕβ ◦ (ϕα)
−1
)
ϕα(x)
.
2.2.13 Formes diffe´rentielles
Sur une varie´te´ M une 1−forme diffe´rentielle (cine´matique) n’est autre
qu’une section C∞ du fibre´ cotangent cine´matique T ′M . L’ensemble de
ces formes diffe´rentielles peut eˆtre muni d’une structure d’espace vectoriel
adapte´.
8
Sur une varie´te´ C∞ re´gulie`reM , la classe de formes diffe´rentielles ([KriMic1],
33.22) stable par de´rive´e de Lie LX , de´rivation exte´rieure d, produit inte´rieur
iX et image re´ciproque f
∗ est
Ωk (M) = Lkalt (TM,M × R)
La de´rive´e de Lie L : X (M) × Ωk (M) → Ωk (M) est une application C∞
de´finie par
(LXω) (X1, . . . ,Xk) = X (ω (X1, . . . ,Xk))−
k∑
i=1
ω (X1, . . . , [X,Xi] , . . . ,Xk)
La diffe´rentielle exte´rieure d : Ωk (M)→ Ωk+1 (M) est C∞ et est de´finie par
(dω) (x) (X0, . . . ,Xk) =
k∑
i=0
(−1)iXi
(
ω
(
X0, . . . , X̂i, . . . ,Xk
))
+
∑
0≤i<j≤k
(−1)i+j ω
(
[Xi,Xj ] ,X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . ,Xk
)
3 Limite projective forte de fibre´s vectoriels ba-
nachiques
3.1 Limites projectives d’espaces topologiques
Un syste`me projectif d’espaces topologiques est une suite
((
Xi, δ
j
i
)
j≥i
)
i∈N
ou`
– pour tout i ∈ N, Xi est un espace topologique
– pour tous i, j ∈ N, tels que j ≥ i, δji : Xj → Xi est une application
continue
– pour tout i ∈ N, δii = IdXi
– pour tous entiers naturels i ≤ j ≤ k, δji ◦ δ
k
j = δ
k
i .
Un e´le´ment (xi)i∈N du produit
∏
i∈N
Xi est appele´ un fil [thread] si pour tous
j ≥ i, δji (xj) = xi.
Le sous-espace X de
∏
i∈N
Xi constitue´ de tels e´le´ments, muni de la topologie
projective, i.e. de la topologie la moins fine rendant continues toutes les
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applications δi = pi/X (ou` pi :
∏
k∈N
Xk → Xi de´signe la projection sur Xi)
est appele´e limite projective de la suite ((Xi, δ
j
i )j≥i)i∈N (cf. [Scha], p.52).
On note X = lim←−Xi et T la topologie projective. Si x ∈ X et si xi = δi(x),
une base de voisinages de T est alors donne´e par toutes les intersections⋂
l∈L
(δl)
−1 (Ul) ou` Ul est un voisinage de xl relativement a` la topologie de
l’espace Xl et ou` L est un ensemble fini.
Soient
((
Xi, δ
j
i
)
j≥i
)
i∈N
et
((
Yi, γ
j
i
)
j≥i
)
i∈N
deux syste`mes projectifs de
limites projectives respectives X et Y .
Une suite (fi)i∈N d’applications continues fi : Xi → Yi ve´rifiant, pour tous
i, j ∈ N, j ≥ i, la condition de cohe´rence
γ
j
i ◦ fj = fi ◦ δ
j
i
est appele´e suite projective d’applications.
La limite projective de cette suite est l’application
f : X → Y
(xi)i∈N 7→ (fi (xi))i∈N
L’application f est alors continue et est un home´omorphisme si tous les fi
sont eux-meˆmes des home´omorphismes (cf. [AbbMan]).
3.2 Limite projective forte de varie´te´s banachiques
La suite
((
Mi, δ
j
i
)
j≥i
)
i∈N
est appele´e syste`me projectif fort de varie´te´s
banachiques si
– Mi est une varie´te´ diffe´rentiable modele´e sur l’espace de Banach Mi
–
((
Mi, δ
j
i
)
j≥i
)
i∈N
est un syste`me projectif d’espaces banachiques
– pour tout x = (xi) ∈ M = lim←−Mi, il existe un syste`me projectif de
cartes locales (Ui, ϕi)i∈N tel que xi ∈ Ui ou` la relation de cohe´rence
ϕi ◦ δ
j
i = δ
j
i ◦ ϕj est ve´rifie´e
– U = lim←−Ui est ouvert dans M .
La limite projective M = lim←−Mi a alors une structure de varie´te´ fre´che´tique
modele´e sur l’espace de Fre´chet M = lim←−Mi ou` la structure diffe´rentiable est
de´finie via les cartes (U,ϕ) ou` ϕ = lim←−ϕi : U → (ϕi (Ui)) .
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ϕ est bien un home´omorphisme (limite projective d’home´omorphismes) et
les applications de changements de cartes
(
ψ ◦ ϕ−1
)
|ϕ(U)
= lim←−
((
ψi ◦ (ϕi)
−1
)
|ϕi(Ui)
)
entre ouverts d’espaces de Fre´chet sont de classe C∞ au sens de Kriegel et
Michor (cf. [KriMic1]).
Exemple 1 Espace des jets d’ordre infini des sections d’un fibre´ vectoriel
de rang fini au-dessus d’une varie´te´ re´elle de dimension finie (cf [Sau],
[AbbMan]).
Exemple 2 Limite projective de groupes de Banach-Lie (cf. [Gal1], [Omo],
[AbbMan]).
Un groupe G est appele´ limite projective de groupes de Banach-Lie modele´
sur la limite projective G = lim←−Gi si
1. G = lim←−Gi ou`
(
Gi, δ
j
i
)
est un syste`me projectif de groupes de Banach-
Lie ou` Gi est modele´ sur Gi
2. Pour tout i ∈ N il existe une carte (Ui, ϕi) centre´e en le neutre ei ∈ Gi
telle que :
(a) δji (Uj) ⊂ Ui pour j ≥ i
(b) δji ◦ ϕj = ϕj ◦ δ
j
i
(c) lim←−ϕi(Ui) est ouvert dans G et lim←−Ui est ouvert dans G relative-
ment a` la topologie de limite projective.
– A titre d’exemple simple, l’espace des suites re´elles RN muni de la topologie
produit est un groupe de Lie abe´lien, limite projective des groupes de Lie
abe´liens Rj, j ∈ N.
– Des exemples plus conse´quents correspondent aux groupes de Lie compacts
eu e´gard au fait que tout groupe de Lie compact est la limite projective
d’une famille de groupes de Lie compacts (cf. [Weil] )
On peut notamment de´finir sur de tels groupes de Fre´chet-Lie G l’exponen-
tielle expG comme limite projective de la suite expGi. Cette application est
alors continue.
11
3.3 Limite projective forte de fibre´s vectoriels
Soit
((
Mi, δ
j
i
)
j≥i
)
i∈N
un syste`me projectif fort de varie´te´s banachiques ou`
chaque varie´te´ Mi est modele´e sur l’espace de Banach Mi.
On conside`re pour tout entier i le fibre´ vectoriel banachique (Ei, pii,Mi) de
fibre type Ei ou`, de plus,
((
Ei, λ
j
i
)
j≥i
)
i∈N
constitue un syste`me projectif
d’espace de Banach.
Le syste`me
((
Ei, f
j
i
)
j≥i
)
i∈N
est appele´ syste`me projectif fort de fibre´s vec-
toriels banachiques sur
((
Mi, δ
j
i
)
j≥i
)
si pour tout (xi) il existe un syste`me
projectif de trivialisations (Ui, τi) de (Ei, pii,Mi) , ou` τi : (pii)
−1 (Ui) →
Ui ×Ei sont des diffe´omorphismes locaux, tel que xi ∈ Ui (ouvert de Mi) et
ou` U = lim←−Ui est ouvert dans M avec pour tous i, j ∈ N tels que j ≥ i on
ait la condition de cohe´rence(
δ
j
i × λ
j
i
)
◦ τj = τi ◦ f
j
i
On a alors la proposition suivante qui ge´ne´ralise le re´sultat de [Gal3] relatif
a` la limite projective de fibre´s tangents a` des varie´te´s banachiques et dont
on trouvera la de´monstration dans [AghSur2].
Proposition 3 Soit (Ei, pii,Mi)i∈N un syste`me projectif fort de fibre´s vec-
toriels banachiques.
Alors
(
lim←−Ei, lim←−pii, lim←−Mi
)
est un fibre´ vectoriel fre´che´tique.
Notons que le groupe line´aire Gl (E) ne pouvant eˆtre muni d’une structure
de groupe de Lie ne peut pas jouer le roˆle de groupe structural. Il est ici rem-
place´ par le groupe de Lie ge´ne´ralise´, H0 (E) = lim←−H
0
i (E) limite projective
des groupes de Lie banachiques
H0i (E) =

(h1, . . . , hi) ∈
i∏
j=1
Gl (Ej) : λ
j
k ◦ hj = hk ◦ λ
j
k, pour k ≤ j ≤ i


On obtient alors la diffe´rentiabilite´ des fonctions de transition T.
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4 Alge´bro¨ıdes de Lie banachiques
4.1 De´finition. Exemples
Soit pi : E → M un fibre´ vectoriel banachique dont la fibre type est un
espace de Banach E.
Un morphisme de fibre´s vectoriels ρ : E → TM est appele´ ancre. Ce mor-
phisme induit une application ρ: E →TM=X(M) de´finie pour tout x de M
et toute section s de E par :
(
ρ (s)
)
(x) = ρ (s (x)) .
On suppose qu’il existe un crochet [., .]E sur l’espace E qui le munisse d’une
structure d’alge`bre de Lie.
De´finition 4 Le quadruplet (E, pi,M, ρ) est appele´ alge´bro¨ıde de Lie bana-
chique si :
1. ρ :(E, [., .]E)→ (X(M), [., .]) est un homomorphisme d’alge`bres de Lie
2. [s1, fs2]E = f [s1, s2]E +
(
ρ (s1)
)
(f) s2 pour tous f ∈ F et s1, s2 ∈E
Exemple 5 E = TM et ρ = N est un tenseur de Nijenhuis, i.e. ve´rifiant
la proprie´te´
[NX,NY ] = N ([NX,Y ] + [X,NY ]−N ([N,Y ]))
(TM,pi,M,N) est un alge´bro¨ıde de Lie pour le crochet [., .]N de´fini par
[X,Y ]N = [NX,Y ] + [X,NY ]−N ([X,Y ])
Le cas trivial correspond au cas ou` N = lim IdTM
Exemple 6 E est une distribution, i.e. un sous-fibre´ vectoriel de TM dont
la fibre Ex au dessus d’un point x de la base M est un sous-espace vectoriel
banachique ferme´ de codimension finie, qui est de plus involutive. L’ancre
est alors l’injection canonique ρ : E → TM .
Exemple 7 E est le fibre´ cotangent a` une varie´te´ banachique et ρ = P est
un tenseur de Poisson. Le crochet sur les sections de T ∗M est de´fini (cf.
[MagMor]) par
{α, β}P = LPβ (α)− LPα (β) + d 〈β, Pα〉
Le fait que (T ∗M,P,M, {., .}P ) ait une structure d’alge´bro¨ıde de Lie re´sulte
de la proprie´te´
{α, f.β}P = f. {α, β}P + LPα (f) .β
On peut trouver une ge´ne´ralisation aux structures de Jacobi, structures in-
troduites par Lichnerowicz ([Lic]), dans [Pon].
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Exemple 8 Soit une action a` droite ψ : M × G → M d’un groupe de Lie
G sur une varie´te´ banachique M. On note G l’alge`bre de Lie de G. Il existe
alors un morphisme naturel du fibre´ banachique trivial M×G dans M de´fini
par
Ψ(x,X) = T(x,e)ψ(0,X)
Pour tous X et Y dans G, on a :
Ψ({X,Y }) = [Ψ(X),Ψ(Y )]
ou` { , } de´signe le crochet de Lie sur G (cf. [KriMic1], 36.12).
(M × G,Ψ,M, { , }) a alors une structure d’alge`bro¨ıde de Lie.
4.2 Ope´rateurs de de´rivation
Peuvent eˆtre de´finies, sur un alge´bro¨ıde de Lie banachique les notions de
de´rive´e de Lie Lρs relativement a` une section s de E (cette notion ge´ne´ralisant
la notion de de´rive´e de Lie LX le long d’un champ de vecteurs, section du
fibre´ tangent TM) et de diffe´rentielle exte´rieure dρ (cf. [Ana]).
Pour toute section s du fibre´ vectoriel E, il existe un unique endomorphisme
gradue´ de degre´ 0 de l’alge`bre gradue´e ΛE∗, appele´ de´rive´e de Lie relative-
ment a` s et note´ Lρs ve´rifiant les proprie´te´s :
1. pour toute fonction f ∈ Λ0E∗ = F
Lρs (f) = Lρ◦s (f) = iρ◦s (df)
ou` LX de´signe la de´rive´e de Lie classique par rapport au champ de
vecteurs X
2. pour tout q–forme ω ∈ΛqE∗ (ou` q > 0)
(Lρsω) (s1, . . . , sq) = L
σ
s (ω (s1, . . . , sq))
−
q∑
i=1
ω (s1, . . . , si−1, [s, si]E , si+1, . . . , sq)
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D’autre part, on de´finit aussi pour toute fonction f ∈ Λ0E∗ = F l’e´le´ment
de Λ1E∗, note´ dρf, par
dρf = tρ ◦ df (1)
ou` tρ : T
∗M → E∗ est la transpose´e de l’ancre.
Il existe un unique endomorphisme gradue´ de degre´ 1 de l’alge`bre gradue´e
ΛE∗ appele´ de´rivation exte´rieure, note´ dρ, ve´rifiant les proprie´te´s :
1. pour toute fonction f ∈ Λ0E∗ = F , dρf est l’e´le´ment de Λ
1E∗ de´fini a`
la relation (1).
2. pour tout e´le´ment ω de ΛqE∗ (q > 0), dρω est l’unique e´le´ment de
Λq+1E∗ tel que pour tous s0, . . . , sq ∈E,
(dρω) (s0, . . . , sq) =
q∑
i=0
(−1)i Lρsi (ω (s0, . . . , ŝi, . . . , sq))
+
q∑
0≤i<j≤q
(−1)i+j
(
ω
(
[si, sj ]E , s0, . . . , ŝi, . . . , ŝj, . . . , sq
))
On a alors la proprie´te´
dρ ◦ dρ = 0
4.3 Morphismes d’alge´bro¨ıdes
De´finition 9 Un morphisme de fibre´s vectoriels ψ : E → E′ au dessus
de f : M → M ′ est un morphisme des alge´bro¨ıdes de Lie banachiques
(E, pi,M, ρ) et (E′, pi′,M ′, ρ′) si l’application ψ∗ :ΛqE′∗→ΛqE∗ de´finie par(
ψ∗α′
)
x
(s1, . . . , sq) = α
′
f(x) (ψ ◦ s1, . . . , ψ ◦ sq)
commute avec les diffe´rentielles :
dρ ◦ ψ
∗ = ψ ◦ dρ′
4.4 Courbes admissibles
Dans le cadre de la Me´canique, un e´le´ment a de E peut eˆtre vu comme un
vecteur vitesse ge´ne´ralise´, la vitesse naturelle v e´tant obtenue par application
de l’ancre ρ a` a, i.e. v = ρ (a).
Une courbe γ : [0, 1] → E est dite admissible (cf. [CLMM]) si
.
m (t) =
ρ (γ (t)) ou` t 7→ m (t) = pi (γ (t)) est la courbe sur la base M .
Un morphisme d’alge´bro¨ıdes de Lie applique alors les courbes admissibles
sur les courbes admissibles.
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4.5 Semi-gerbes
Soit (E, pi,M, ρ) un alge´bro¨ıde de Lie banachique et soit Tpi : TE → TM
l’application tangente de pi. On notera τE : TE → E le fibre´ tangent de E.
La notion de semi-gerbe que l’on donne ici est une ge´ne´ralisation de celle
utilise´e lorsque E = TM.
De´finition 10 Une section S : E → TE es appele´e une semi-gerbe si
1. τE ◦ S = IdE
2. Tpi ◦ S = ρ
Nous avons alors le lien suivant entre courbes admissibles et semi-gerbes (cf.
[Ana])
Proposition 11 Un champ de vecteurs sur E est une semi-gerbe si et
seulement si ses courbes inte´grables sont des courbes admissibles.
5 Limite projective forte d’alge´bro¨ıdes de Lie ba-
nachiques
Un syste`me projectif fort d’alge´bro¨ıdes de Lie banachiques est la donne´e
d’une suite (Ei, pii,Mi, ρi)i∈N ou`
–
((
Ei, f
j
i
)
j≥i
)
i∈N
est un syste`me projectif fort de fibre´s vectoriels bana-
chiques (pii : Ei → Mi) au-dessus du syste`me projectif fort de varie´te´s((
Mi, δ
j
i
)
j≥i
)
i∈N
– Pour tous i, j ∈ N tels que j ≥ i, on a
ρi ◦ f
j
i = Tδ
j
i ◦ ρj
– f
j
i : Ej → Ei est un morphisme d’alge´bro¨ıdes de Lie (Ej, pij ,Mj , ρj) et
(Ei, pii,Mi, ρi)
The´ore`me 12 Soit (Ei, pii,Mi, ρi)i∈N un syste`me projectif fort d’alge´bro¨ıdes
de Lie banachiques.
Alors
(
lim←−Ei, lim←−pii, lim←−Mi, lim←−ρi
)
a une structure d’alge´bro¨ıde de Lie fre´che´tique.
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Preuve.— Remarquons tout d’abord que la limite projective lim←−Mi est
munie d’une structure diffe´rentiable comme de´finie en 2.2.1.(
limEi, lim←−pii, lim←−M
)
i
est un fibre´ vectoriel fre´chetique de groupe struc-
tural H0 (E) (cf. Proposition 3). La limite projective des fibre´s (vetoriels)
tangents
(
lim←−TMi, lim←−pi, lim←−Mi
)
est munie d’une structure de fibre´ vectoriel
fre´chetique ; on obtient alors le re´sultat de [Gal3], Theorem 2.1.
Etudions maintenant les proprie´te´s des sections des fibre´s vectoriels lim←−TMi, lim←−Ei
et la limite projective des ancres ρi.
Pour (gi)i∈N tels que gj = gi ◦ δ
j
i =
(
δ
j
i
)∗
(gi) on peut de´finir la limite
projective g = lim←−gi qui est encore de classe C
∞.
Remarquons tout d’abord que si Xi = Tδ
j
i (Xj), nous avons Xi (gi) =(
Tδ
j
i (Xj)
)
(gi) = Xj
(
gi ◦ δ
j
i
)
= Xj (gj). On de´finit alors X = lim←−Xi
∈ lim←−X (Mi) et on obtient Xg = lim←−Xigi ou` Xigi ∈ Fi.
Si les suites
(
X1i
)
i∈N
et
(
X2i
)
i∈N
ou` X1i ,X
2
i ∈ X (Mi) sont telles que X
1
i =
Tδ
j
i
(
X1j
)
(resp. X2i = Tδ
j
i
(
X2j
)
), elles donnenet naissance a` des e´le´ments
X1,X2 ∈ lim←−X (Mi).
Puisque X1i et X
1
j sont δ
j
i−relie´s (ainsi que X
2
i et X
2
j ), leurs crochets δ
j
i−
le sont aussi,
i.e.
[
X1i ,X
2
i
]
i
= Tδji
([
X1j ,X
2
j
]
j
)
et l’on obtient le crochet de X1 et X2
comme limite projective de ces crochets.
Soit s = lim←−si ou` si ∈Ei. Puisque les espaces lim←−Mi et lim←−Ei sont des
varie´te´s diffe´rentiables, la section s : (x0, x1, . . . ) 7→ (s0 (x0) , s1 (x1) , . . . )
est de classe C∞ (cf. definition 2.2.3).
Prouvons maintenant que l’on peut de´duire la condition de compatibilite´
f
j
i ◦
[
s1j , s
2
j
]
Ej
=
[
s1i , s
2
i
]
Ei
◦ δji
de la structure de morphisme de f ji (commutativite´ avec les diffe´rentielles
applique´e aux 1−formes)
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Nous avons
((
f
j
i
)∗
(dEiαi)
)(
s1j , s
2
j
)
= (dEiαi)
(
f
j
i ◦ s
1
j , f
j
i ◦ s
2
j
)
ou`
(dEiαi)
(
f
j
i ◦ s
1
j , f
j
i ◦ s
2
j
)
= L
ρi◦(fji ◦s1j)
(
αi
(
f
j
i ◦ s
2
j
))
− L
ρi◦(fji ◦s2j)
(
αi
(
f
j
i ◦ s
1
j
))
− αi
[
f
j
i ◦ s
1
j , f
j
i ◦ s
2
j
]
Ei
= Lρi◦s1i
(
αi
(
s2i
))
− Lρi◦s2i
(
αi
(
s1i
))
− αi
[
s1i , s
2
i
]
Ei
= X1i
(
αi
(
s2i
))
−X2i
(
αi
(
s1i
))
− αi
[
s1i , s
2
i
]
Ei
D’un autre coˆte´, nous avons
(
dEj
((
f
j
i
)∗
αi
)) (
s1j , s
2
j
)
= Lρj◦s1j
(((
f
j
i
)∗
αi
) (
s2j
))
− Lρj◦s2j
(((
f
j
i
)∗
αi
) (
s1j
))
−
((
f
j
i
)∗
αi
) [
s1j , s
2
j
]
Ej
= X1j
(
αi
(
f
j
i ◦ s
2
j
))
−X2j
(
αi
(
f
j
i ◦ s
1
i
))
− αi
[
f
j
i ◦ s
1
j , f
j
i ◦ s
2
i
]
Ei
= X1i
(
αi
(
s2i
))
−X2i
(
αi
(
s1i
))
− αi
[
f
j
i ◦ s
1
j , f
j
i ◦ s
2
i
]
Ei
Puisque f ji est un morphisme, on obtient αi
[
s1i , s
2
i
]
Ei
= αi
[
f
j
i ◦ s
1
j , f
j
i ◦ s
2
i
]
Ei
et la condition de compatibilite´.
Ainsi le crochet
[
s1, s2
]
lim
←−
Ei
des limites projectives de sections s1 = lim←−s
1
i et
s2 = lim←−s
2
i peut-eˆtre de´fini comme limite projective des sections
[
s1i , s
2
i
]
Ei
de Ei.
L’ensemble lim←−Ei muni de ce crochet a alors une structure d’alge`bre de Lie.
Eu e´gard aux conditions ρi ◦ f
j
i = Tδ
j
i ◦ ρj la limite projective ρ = lim←−ρi est
un morphisme de fibre´s.
L’application ρ = lim←−ρi est alors un morphisme d’alge`bres de Lie entre(
lim←−Ei, [., .]lim←−Ei
)
et
(
lim←−TMi, [., .]i
)
.
Pour tous i ∈ N, chaque section s1i et s
2
i of Ei et chaque fonction de classe
C∞ gi :Mi → R, on a[
s1i , gis
2
i
]
Ei
= gi
[
s1i , s
2
i
]
Ei
+
(
ρi
(
s1i
))
(gi) s
2
i
Afin d’obtenir la relation :
[s1, gs2]E = g [s1, s2]E + (ρ (s1)) (g) s2
nous devons prouver que :
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1) f ji ◦
(
gj
[
s1j , s
2
j
])
= gi
[
s1i , s
2
i
]
◦ δji
2) f ji ◦
[(
ρj
(
s1j
))
(gj) s
2
j
]
=
[(
ρi
(
s1i
))
(gi) s
2
i
]
◦ δji
En ce qui concerne le premier point, pour chaque fil (xi)i∈N , i.e. xj =
δ
j
i (xj) , nous avons
f
j
i ◦
(
gj
[
s1j , s
2
j
]
Ej
)
(xj) = f
j
i
((
gi ◦ δ
j
i ×
[
s1j , s
2
j
]
Ej
)
(xj)
)
Puisque f ji est une application line´aire de pi
−1
j (xj) vers pi
−1
i (xi) , cette ex-
pression est e´gale a` gi (xi) × f
j
i
([
s1j , s
2
j
]
Ej
(xj)
)
. Graˆce a` la condition de
compatibilite´ f ji ◦
[
s1j , s
2
j
]
Ej
=
[
s1i , s
2
i
]
Ei
◦ δji nous avons e´tabli le premier
point.
Pour ce qui est du second point, nous utilisons tout d’abord la commutati-
vite´ avec les diffe´rentielles dEi and dEj .[(
f
j
i
)∗
(dEigi)
]
(sj) (xj) =
[
dEj
((
δ
j
i
)∗
(gi)
)]
(sj) (xj)
et ainsi
(dEigi)
(
f
j
i ◦ sj
)
(xj) =
[
dEj (gj)
]
(sj) (xj)
En utilisant la de´finition dEi , i.e. dEigi = tρi ◦ dgi on obtient
dgi
[
ρi
(
f
j
i (sj (xj))
)]
= dgj (ρj (sj (xj)))
et donc [
ρi
(
f
j
i ◦ sj
)]
(gi) (xi) = [ρj ◦ sj ] (gj) (xj)
Graˆce a` la condition de compatibilite´, nous obtenons[
f
j
i ◦ (ρj ◦ sj)
]
(gi) = [ρj (sj)]
((
δ
j
i
)∗
◦ gi
)
Le second point en de´coule facilement. Q.E.D.
6 Exemples
6.1 Alge´bro¨ıdes de Nijenhuis Lie
Soit
((
Mi, δ
j
i
)
j≥i
)
i∈N
un syste`me projectif fort de varie´te´s banachiques.
Pour tout i ∈ N, conside´rons un tenseur de Nijenhuis Ni : TMi → TMi (cf.
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exemple 5). Dans ce cas, conside´rons f ji = Tδ
j
i morphisme de TMj dans
TMi. Si nous avons la condition de compatibilite´
Ni ◦ Tδ
j
i = Tδ
j
i ◦Nj(
lim←−TMi, lim←−pii, lim←−Mi, lim←−Ni
)
est un alge´bro¨ıde de Lie fre´chetique Lie puisque
nous avons en particulier(
δ
j
i
)∗
◦ dTMi = dTMj ◦
(
δ
j
i
)∗
.
A titre d’exemple, on peut considrer le case de l’oscillateur harmonique de
dimension infinie qui est un syste`me hamiltonien L−integrable au sens de
[Liu]. On conside`re la limite projective
((
R
2i, δ
j
i
)
j≥i
)
i∈N
ou` δji est la pro-
jection canonique de R2j sur R2i. Le tenseur de Nijenhuis Ni qui correspond
a` l’ope´rateur de re´cursion peut eˆtre e´crit comme suit :
Ni =
i∑
k=1
(
x2k + y
2
k
)(
dxk ⊗
∂
∂xk
+ dyk ⊗
∂
∂yk
)
ou` ((x1, y1) , . . . , (xi, yi)) sont les coordonne´es sur R
2i. Il est alors facile
d’e´tablir la condition de compatibilite´.
6.2 Distributions
6.2.1 Limite projective de distributions involutives
Une distribution sur une varie´te´ banachique B est une application C∞ D :
B → TB telle que pour tout x ∈ B,Dx est un sous espace vectoriel TxB.
Cette distribution est involutive si pour tous champs de vecteurs X et Y
tangents a` D, le crochet [X,Y ] est encore tangent a` D.
On peut remarquer que la distribution image de l’ancre d’un alge´bro¨ıde de
Lie est une distribution involutive faible (cf. [Pel]) si la base est re´gulie`ment
lisse (cf. [CabPel]).
Soit
((
Mi, δ
j
i
)
j≥i
)
i∈N
un syste`me projectif fort de varie´te´s banachiques.
Conside´rons pour tout i ∈ N, une distribution involutive diffe´rentiable Ei
au dessus de la varie´te´ Mi.
(Ei, pii,Mi, Ji)i∈N, ou` Ji : Ei → TMi est l’injection naturelle et ou` f
j
i est la
restriction de Tδji a` Ei, est un syste`me projectif fort d’alge´bro¨ıdes de Lie.
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La limite projective lim←−Ei peut eˆtre vue comme une distribution involutive
sur le fibre´ fre´che´tique lim←−TMi.
6.2.2 Limite projective de distributions de rangs finis
Conside´rons le cas d’une distribution de dimension 1 sur l’ensemble des
jets infinis de sections d’un fibre´ vectoriel p : F → N . Soit X un champ
de vecteurs sur F projetable sur N de projection Xˆ ; le flot ϕXt de X est
au dessus du flot ϕXˆt de Xˆ et par prolongement a` J
∞(F ) on obtient un
groupe local a` un parame`tre φt = pr
∞(ϕXt ) de transformations sur J
∞(F )
(cf. [And], [Olv]). Le prolongement pr∞(X) du champ de vecteurs X est le
champ de vecteurs sur J∞(p) associe´ a` ce flot. Qui plus est ce flot pre´serve
la distribution de Cartan (ide´al de contact) C.
On peut remarquer que C est une distribution involutive sur la limite projec-
tive lim←−TJ
i(p) qui apparaˆıt comme limite de distributions non involutives
J i(p) (cf. [Sau]).
Rappelons qu’une varie´te´ diffe´rentiable fre´che´tique munie d’une distribution
involutive correspond a` la notion de diffie´te´ (eng. diffiety : differential va-
riety) comme introduit par Vinogradov dans ([Vin]). On peut trouver des
applications d’une telle situation en me´canique non holonome et en the´orie
du controˆle non line´aire (cf. par exemple [FLMR]).
Si l’on conside`re un syste`me d’EDP E , i.e. une sous varie´te´ du fibre´ des
jets Jk(pi), on obtient, par prolongement d’ordre infini, une sous varie´te´
i : E → J∞ (pi) de J∞ (pi). On a alors une distribution involutive sur E par
restriction de la distribution de Cartan a` E via l’image re´ciproque par i (cf.
[KisVan], [Dri]).
Conside´rons maintenant le cas d’un syste`me d’EDP d’ordre 1 a` 2 variables.
Soit le fibre´ trivial pi : E → M ou` M = R2 et E = M × R2 = R × R2. On
munit le fibre´ J1 (pi) des jets d’ordre 1 de sections lisses de E au dessus de
M du syste`me de coordonne´es (x, y, u, ux, uy), les variables inde´pendantes
sont x et y et la variable de´pendante est u.
On conside`re alors le syste`me d’EDP du premier ordre
R1
{
ux = ϕ (x, y, u)
uy = ψ (x, y, u)
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Une condition ne´cessaire pour que ce syste`me soit inte´grable est que les
conditions d’inte´grabilite´ suivantes soit ve´rifie´es sur la sous-varie´te´ R1 :
Dxψ −Dyϕ |R1 = 0
Dans le cadre d’un syste`me de ce type, on e´tablit que ces conditions sont
aussi suffisantes (cf. [Sei], 1.4) .
Ces conditions d’inte´grabilite´ s’e´crivent alors
∂ψ
∂x
+ ϕ
∂ψ
∂u
−
∂ϕ
∂y
− ψ
∂ϕ
∂u
= 0 (CI)
Ces conditions d’inte´grabilite´ peuvent eˆtre interpre´te´es de manie`re plus
ge´ome´trique en introduisant les deux champs de vecteurs sur E
X =
∂
∂x
+ ϕ
∂
∂u
et Y =
∂
∂y
+ ψ
∂
∂u
Ces deux champs engendrent une distribution re´gulie`re D0 de dimension 2.
La condition d’inte´grabilite´ (CI) est alors e´quivalente a` [X,Y ] = 0, i.e. a`
l’involutivite´ de la distribution.
Le processus de prolongement (cf. [Olv], 5.1.) permet de prolonger chacun
des champs de vecteurs X (resp. Y ) sur J1 (pi) , J2 (pi) ainsi que J∞ (pi) en
utilisant les ope´rateurs de de´rivation totale (cf. [Olv], 2.3.) en les champs
pr(1)X, pr(2)X, . . . ,pr∞X (resp. pr(1) Y , pr(2) Y, . . . ,pr∞ Y )
Eu e´gard a` la formule ge´ne´rale [Olv], (2.47)
pr(n) [X,Y ] =
[
pr(n)X,pr(n) Y
]
on en de´duit que la distribution D1 engendre´e par les premiers prolonge-
ments pr(1)X et pr(1) Y est encore involutive, de meˆme que les diverses dis-
tributions Dn engendre´e par les prolongements d’ordre n que sont pr(n)X
et pr(n) Y . La limite projective est alors une diffie´te´.
6.3 Limite inverse de distributions banachiques
On conside`re ici le cas ou` les applications δi+1i : Mi+1 → Mi sont les in-
jections canoniques entre varie´te´s de Banach, les distributions Ei de corang
1 sont de´finies comme kerαi ou` αi est une 1-forme ve´rifiant les diffe´rentes
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conditions de compatibilite´.
On peut rencontre cette situation pourMi = C
i(S1) ou` αi(ui) =
∫
S1
ui(x)dx.
La distribution associe´e est affine ([KapMak]) et est lie´e au premier tenseur
de Poisson de l’e´quation de KdV.
7 Limite projective forte de semi-gerbes
Soit (Ei, pii,Mi, ρi)i∈N un syste`me projectif fort d’alge´bro¨ıdes de Lie.
Conside´rons une suite (γi)i∈N ou` γi : [0, 1] → Ei est une courbe admissible
telle que pour tous i, j ∈ N tels que j ≥ i
f
j
i ◦ γj = γi
Par conse´quent γ = lim←−γi existe.
Pour tous i, j ∈ N tels que j ≥ i et pour tous t ∈ [0, 1] , en faisant appel aux
e´galite´s
(pii ◦ γi)
′ (t) =
(
δ
j
i ◦ (pij ◦ γj)
)′
(t) = Tδji
(
(pij ◦ γj)
′ (t)
)
on obtient :
(pii ◦ γi)
′ (t)− ρi (γi (t)) = Tδ
j
i
(
(pij ◦ γj)
′ (t)− ρj (γj (t))
)
Et ainsi pour tout t ∈ [0, 1], nous avons :
(pi ◦ γ) ′ (t) = ρ (γ (t))
Une telle courbe sera appele´e courbe admissible dans E = lim←−Ei.
Conside´rons maintenant (Si)i∈N ou` Si : Ei → TEi est une semi-gerbe tel
que
Tf
j
i ◦ Sj = Si ◦ f
j
i
On peut alors de´finir S : (u0, u1, . . . ) 7→ (S0 (u0) , S1 (u1) , . . . ) qui est une
section C∞ de lim←−TEi.
Il est facile de voir que l’on a τE ◦ S = IdE .
Pour tous i, j ∈ N tels que j ≥ i et tout ui = f
j
i (uj) on a :
(Tpii ◦ si − ρi) (ui) =
(
Tpii ◦ si ◦ f
j
i − ρi ◦ f
j
i
)
(uj)
=
(
Tpii ◦ Tf
j
i ◦ sj − ρi ◦ f
j
i
)
(uj)
=
(
T
(
pii ◦ f
j
i
)
◦ sj − ρi ◦ f
j
i
)
(uj)
=
(
T
(
δ
j
i ◦ pij
)
◦ sj − ρi ◦ f
j
i
)
(uj)
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Finalement, on peut e´crire
(Tpii ◦ si − ρi) (ui) = Tδ
j
i (Tpij ◦ sj − ρj) (uj)
Et ainsi nous obtenons
Tpi ◦ s = ρ
S sera appele´e semi-gerbe.
On peut de´finir de manie`re e´vidente la notion de gerbe sur la limite projective
lim←−Ei comme limite projective de gerbes..
On termine ce travail par une proposition qui fait apparaˆıtre le lien entre
semi-gerbes et courbes admissibles. On ge´ne´ralise alors un rsulatat de [Ana]
(pour le cas des gerbes, dans le cas particulier E = TM , voir [RezMal]).
Proposition 13 Un champ de vecteurs S = lim←−Si on E = lim←−Ei est une
semi-gerbe si et seulement si toutes ses courbes inte´grales sont des courbes
admissibles.
Preuve.— La preuve n’est rien d’autre qu’une adaptation de la de´monstration
du The´ore`me 2.3 que l’on peut trouver dans l’article [Ana]. Conside´rons pour
ce faire une semi-gerbe S = lim←−Si et supposons que c : [0, 1] → E est une
courbe inte´grale de S. Alors pour tout i ∈ N, ci : [0, 1]→ Ei est une courbe
inte´grale de Si (i.e. ∀t ∈ [0, 1] , c
′
i (t) = Si (ci (t))) ou` f
j
i ◦ cj = ci. Il s’ensuit
que pour tout i ∈ N et pour tout t ∈ [0, 1] on a :
Tpii ◦ c
′
i (t) = (Tpii ◦ Si) (ci (t))
Puisque pii ◦c
′ (t) = ρi (c (t)), ci est une courbe admissible, il en est de meˆme
pour c = lim←−ci.
La re´ciproque est laisse´e au lecteur. Q.E.D.
Pour un syste`me projectif de gerbes il est facile de prouver, en utilisant la
relation hλi ◦ f
j
i = f
j
i ◦ h
λ
j et les proprie´te´s des applications tangentes, que
pour tous i, j ∈ N tels que j ≥ i et pour tous ui = f
j
i (uj) on a :
Tf
j
i
(
sj ◦ h
λ
j − λTh
λ
j ◦ sj
)
(uj) =
(
si ◦ h
λ
i − λTh
λ
i ◦ si
)
(ui)
On peut alors e´crire S ◦ hλ = λThλ ◦ S et S est alors une gerbe sur E.
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